GAZDASAGI MATEMATIKA 2
Gyakorlati feladatsor

I. Linearis algebra
1. Az R” tér

1.1. feladat. Tekintsiik az alabbi, vektorokra vonatkoz6 egyenletet.
3(xy, w9, x3) +5(—2,1,0) = (—1,2,12)
Mivel egyenl$ az (xq, x9, x3) vektor?

1.2. feladat. Tekintsiik az alabbi W halmazokat. Zart-e W a vektorosszeadésra, ill. a skalarral
valo szorzéasra?

(a) W={(0,y) |y € R} C R? (d) W={(z,y) eR* |z +y=1}

(b) W={(1,y) |y e R} CR? (e) W = {(21, 22, 73, 24) € R* | 15 = 3}

(C) W = {(Il,[EQ,fL’:g) S RS | T+ 19 = .173} (f) W = {(1]1,1'2) € RQ | T1,T9 Z 0}

1.3. feladat. Tekintsiik az alabbi v és w vektorokat. Fel lehet-e irni w-t Av alakban, ahol A € R

?
(a) R%ben: v = (1,-3), w = (—2,6). (d) R%:ben: v = (0,0), w = (2,7).
(b) R%ben: v = (3,5), w = (—4,1). (e) R3-ban: v = (1,4, -3), w = (3,12, -9).
(¢) R%ben: v=(2,7), w=(0,0). (f) R3-ban: v = (3,3,0), w = (—6,—6,1).

1.4. feladat. Irjuk fel az (1,2) € R? vektort A\jv; + Ayvy alakban (ahol vy, vy az alabbiakban
adott, A1, A2 € R), amennyiben lehetséges!

(a) v = (1,0), va = (0,1). (c) v1 =(3,1), vg = (=3, —1).
(b) vy = (—=1,2), va = (1,1). (d) vy =(1,-1), v2 = (6,0).

1.5. feladat. Tekintve az alabbi v, vs, v3 vektorokat, az R3 tér mely vektorai irhatok fel
A1 + Aovg + Agvg alakban, valamely Ai, Ao, A3 € R skalarokkal?

(a) v1 = (1,0,0), va = (0,1,0), v3 = (0,0,1).
(b) vy = (2,3,0), vo = (—1,8,0), v3 = (—3,5,0).
(c) 1:(2,3,0), :(—1,8,0),7) = (—3,5,100).

1.6. feladat. Allapitsuk meg, hogy alteret alkot-e

(a) R%ben a W = {(0,y) € R? | y € R} halmaz,
(b) R%ben a W = {(1,y) € R? | y € R} halmaz,
(¢) R%-ban a W = {(z1, 79, 23) € R® | 21 + x5 = x3} halmaz,
(d

)

(e) Ri-ben a W = {(z1, 79,23, 74) € R* | 29 = 3} halmaz,

(f) R%ben a W = {(x1,22) € R? | 1,29 > 0} halmaz,

(g) R3-ban a W = {(x1, 22, 73) € R® | z; = 25 = x3} halmaz,
)

(0
(1
(
R%ben a W = {(z,y) € R? | x + y = 1} halmaz,
(
(
(
(h) R%ben a W = {(x,y) € R? | # + y = 0} halmaz,
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(i) R*ban a W = {(,0,2) | 2,2z € R} halmaz.
1.7. feladat. Mutassuk meg, hogy az (1,2) és (—3,2) vektorok linearisan fiiggetlenek R2-ben!

1.8. feladat. Linearisan fiiggetlenek-e R3-ban az alabbi vektorrendszerek?

) ( =(1,1,1);
) ( 0,170) vg = (1,1,1);
(c) v =( (=1, -1,2), v3 = (2,3,0);
(d) v =(1,1,2), v, = (2,3,—1), = (—1,2,—17);
) ( 2
) (
) (

(e V1 = 1,1,2,1)2:( s 2—4)
() v = (=1,2,1), vo = (2,—3,1), vy = (1, 1,2);
(g) vi=1(-1,2,1), va = (2,-3,1), v3 = (1,1,2), vy = (5,2,0).
1.9. feladat. Irjuk fel az (1,2) vektor koordinatit R? alabbi bazisaira vonatkozéan!
(a) (1,0), (0,1); (¢) (3,1), (1,2);
1.10. feladat. Irjuk fel az (1, —1,2) vektor koordinatiit az R* alibbi bazisaira vonatkozéan!
(a) (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1); () (-1,2,1), (2,-3,1), (1,1,2);
(b) (1,0,0), (0,1,0), (1,1,1); (d) (1,2,2), (-1,-1,3), (2,3,0).

2. Matrixok, determinansok, linearis egyenletrendszerek

2.1. feladat. Legyenek adottak az A, B, C' és D maétrixok a kovetkezSképpen:

2 -1 1 1
A:(‘ll_é _g) B:(? ?‘i) c=(-1 310 D= -2
10 4 7

Végezziik el az alabbi miiveleteket, amennyiben lehetséges!
A+ B, 3A—-2B, A" + B, AD, OB, CD, AC + BC, (A+ B)C

2.2. feladat. Legyen
4 0 -1 3
() e () 2= )
4 2 2 -3 10
(2 5) = (4 3) =0l)
Szamitsuk ki a kovetkez6 kifejezések értékét!

Av, Aw A(u+v), w'A', A+B, (-20)", 24-3B, (A+B)", AB, BA,
BTAT AE, EA, AC, AB+C), C(A-2B), ATA, AA"



2.3. feladat. Legyen

—4 0 -1 7 =3
v=| 21, w=|1], A= 42 2],
1 0 -2 0
1 5 —1 —4 2 -3 1 0 0
B = 20 61|, C=|-3 15|, E=[010
-3 3 4 0 -2 2 0 0 1
Szamitsuk ki a kovetkezo kifejezések értékét!
Av, Aw A(u+v), w'A', A+B, (-20)', 24-3B, (A+B)", AB, BA,

BTAT AE, EA, AC, AB+C), C(A-2B), ATA, AA"

2.4. feladat. Szamoljuk ki az alabbi méatrixok determinansat a Sarrus-szabaly segitségével.

1 3 5 =2 2 1
@ (1) o (57 @ (7,)
1 11 20 0 cosa sina 0
d 1123 e) | =5 1 2 (f) | —sina cosa 0
1 49 3 8 —7 0 01
2.5. feladat. Szamoljuk ki az alabbi méatrixok determinansat kifejtési tétellel, vagy Gauss-
eliminéaciéval.
34 100 3 -1 2
(a) ( 9 1 ) (b) 001 (c) 0O 0 5
010 0 1 =5
1 -1 -3 0 -1 2 -1 1
(d) —6 —6 (e) -1 —6 5 (f) 4 -2 5
4 —4 2 0 -3 -2 1 =5
5 1 2 7 -2 2 0 1 0123
300 2 4 -2 -1 1 . 101 2
® 11345 SO W21 01
2 00 3 8 =6 1 0 3210

2.6. feladat. Hatarozzuk meg az alabbi méatrixok inverzét, amennyiben az létezik.

4 3
(a) (7 5)
3 —1
@ [ 1 -3
2 2
1 0
(g | 0O
0 1

S = O

2
—4
)

2 3 3 2 —12
-1 0 @ | -1 0 2

2 1 2 2 —10
1 4 -1 21
0 3 (f) 2 -3 1
2 -3 1 12
3 -2 1 -3 2
2 3 Q[ -6 4 —1
0 -3 1 3 —6



2.7. feladat. Oldjuk meg az alabbi lineéris egyenletrendszereket!

T1 — To+ T3 = 6 2$1+I2—l’3: 5
(a) 21’1 + ZTo — X3 = 5 (b) Ty — Lo+ X3 = 6
—31’1 + 25(]2 + 5.173 = 3 xr1 + 2[E2 — 21’3 = -1

[L’l—I2+SJI3+5l’4: 2
(d) 21’1 + 21’2 + x4 =
—x1 — 30 + 3x3 + 4y = 2

o

(©) r1+4x= 5
2$1+8.7}2: 10
r+yt+z= 3

r+2y+2z2= 5

—3x1+ 20+ 203= —2 (f) 3z+by+62= 14
(e) dry — 6x9 — x5 = 17 2v+4y+52z= 11
Ty —5x9 + 3= 10 r+2y+3z2= 6

2.8. feladat. Oldjuk meg az alabbi linearis egyenletrendszereket a Cramer-szabaly alkalmaza-
saval, amennyiben ez lehetséges!

21’1+31’2+ T3 = 1 2£Cl+ $2-5l’3+ Ty = 8
(a) 2.732 — XT3 = 0 (b) T — 31152 — 6.754 = 9
{L‘1+2I2+3l’3: 3 J]1+4CL’2—7[E3—|—6[E4: 0
2([)2 — X3 + 2$4 = -5
2.9. feladat. Oldjuk meg az alabbi lineéris egyenletrendszereket!
—2I1 — T2 + 4I3 = 3 —4.7}1 — 4.732 + 21’3 = —2
(a) 201 + 31y — 3 = 1 (b)  —2z1 — Txg + 323 = 6
—41'1 - 10£L'2 - 5?[73 = —12 2[E1 + 12I2 - 5[B3 = —13
—21’1+25(}2+ZL‘3: 0 3$1+2$2—4$3—1]4i 4
(d) —X1 — 21’2 + 31’3 + 5374 = -5
(¢c) 6xy—3xy—4x5= -8 Drr Ay — D — Brs — 8
_4{,El + X9 + X3 = 4 1 2 3 4=
-1 + 31‘2 — 21’3 = 3
2.1’1 — 4.772 + 2.%'3 = -2 (f) 223'1 - 4%’2 + 91‘3 = 3
() —dx;+6zy—23= 5 —x1+Tro+ 723 = 20
x1—2x3: 0 I1—5£L’2—21L’3: —11

2.10. feladat. Hatarozzuk meg az alabbi matrixok rangjat!

1 2 0
31 —1 3 1 -1 _égé -2 2 —6
01 —4 ) -6 -2 2 ) 007’ 0 4 —4

3 -3 9

2.11. feladat. Hatarozzuk meg az alabbi vektorrendszerek rangjat!

(a) vy =(1,2), va = (3,1);

(b) v1 = (1,0), vo = (2, —4), v3 = (0,2);

(c) v1 =(1,0,1), vy = (1,1,1);

(d) v; =(1,0,0), v = (0,1,0), v3 = (1,1, 1);

(e) v1 =(1,2,2), vy = (—1,-1,2), v3 = (2,3,0);

(f) v1=(1,1,2), v =(2,3,-1), v3 = (—1,2,—17);

(g) vi=(-1,2,1), v9=(2,-3,1), v3 = (1,1,2);

(h) v; =(=1,2,1), va = (2,-3,1), v3 = (1,1,2), vy = (5,2,0).
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3. Linearis transzformaciok

Ebben a részben végig a tekintett R™ tér természetes bazisaban dolgozunk.

3.1. feladat. Dontsiik el, hogy az alabbi leképezések linearis transzforméaciok-e, és ha igen,
akkor adjuk meg a matrixukat!

(a) R?2 — R?: (2, 29) = (21 + 29, 1 — 1),

(b) R?* = R*% (z,y) = (y, ),

() R = R*% (z,y) = (z +y,y — 3),

(d) R® = R3: (21,29, 23) > (21 + 29, 279 + 323, 71 + HTo — 823),
(e) R® = R3: (x1,x9, 23) = (|21 + 22|, |2 — 23], |21]),

(f) R?2 — R?: (11, 22) = (21 — 12, 0),

(g) R? = R?%: (w1, 19) — (11 — 79, 3),

(h) R? = R*% (z,y) = (v —y, —2),

(i) R* - R3: (z,9,2) = (v —y,y% 2 — x).

3.2. feladat. Tekintsiik az aldbbi matrixszal adott R3 — R? linearis transzformaciot:

2 23
1 -1 0
-1 21

Mivel egyenls egy altalanos vektornak, valamint az x = (—1, 3, 2) vektornak a lineéris transzfor-
méci6 altali képe? Adjuk meg azt a vektort, melynek a transzformacio altali képe y = (2,1,0)!

3.3. feladat. Irjuk fel az alabbi linearis transzformaciok matrixat!

R3-beli vektorok vetitése merdlegesen az x és y-tengelyek altal meghatarozott sikra,
R2-beli vektorok tiikrézése az y = x egyenesre,
R2-beli vektorok elforgatésa az origd koriil pozitiv iranyba 60 fokkal,

(e) R3-beli vektorok 3-szoros nagyitasa.

Mi lesz annak a linearis transzformécionak a méatrixa, amely soran el6szor a (d)-beli, majd az
(a)-beli transzforméaciot alkalmazzuk egy vektorra?

3.4. feladat. Létezik-e olyan R® — R? linearis transzformacio, mely eleget tesz mindharom
feltételnek?

(a) (1,1,1) — (1,2,3), (1,0,1) = (1,—1,1), (0,1,1) — (0,2,1);
(b) (1,1,1) — (1,2,3), (1,0,1) = (1,—1,1), (0,1,0) — (0,2,1).

Ha igen, akkor hogyan tudnank megadni a linearis transzformacié matrixat?
3.5. feladat. Hatarozzuk meg az alabbi linearis transzformaciok sajatértékeit és sajatvektorait!

) (21, 29) = (421 + 79, 371 + 229)
) (z,y) = (22, 4y)

) (z,y) = (z — 3y, 4z — 2y)

) (

) (

(a
(b
(c
(d
(e

z,y,z) — (x + 2y + 32,2y + 3z, 32)

xT1,T9, ZE3) (4ZL’1 — 21‘2 + 21‘3, 21’1 + 21’3, —T1 + 9 + l’g)
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(x,y,2) — 3z +vy,2y + z,32)

(21, m2) — (21 + T2, 71 + 272)

(21,9, 23) — (71 + T2, T — To, 273)

(x,y,2) = (x+y+ 2,5y + 2z, 2)

(,y,2) = e +y+2,2x+y+ 2 2)
R2-ben az y = x egyenesre valo tiikrozés

4. Kvadratikus formak, euklideszi terek

Ebben a részben végig a tekintett R™ tér természetes bazisaban dolgozunk.

4.1. feladat. Irjuk fel az alabbi matrixokkal definialt kvadratikus formak , képletét”, azaz «T Ax-
et, ahol z az R?, ill. R? tér tetszéleges vektora.

L 100 2 3 5
(a) A:( X 3>, by A= 010, () A=[3 -2 1
00 1 5 1 -1

4.2. feladat. Mit mondhatunk az alabbi @: R? — R, ill. Q: R® — R kvadratikus formak
definitségérdl? (Ennek eldontéséhez gyakran célszertd felirni a métrixot, ami szdrmaztatja a
kvadratikus format.)

(a) Q(x1,m2) = =27 — 4a3, (f) Q(z1,29,23) = 2] — 223 + 3a3,

(b) Q(x1,22) = 323 — 2115 + 223, (g) Q(z1,m9,13) = —3:151 — a3 — 42,

(c) Q(w1,w2) = 4] + 27129, (h) Q(z1,20,13) = —x7 + 25 — 23,

(d) Qx1,12) = 5$%; (i) Q(x1,72,23) = —951 — 243,

(e) Q(xy,12) = 2% — 223, (j) Q(x1,22,x3) = 23 + 53 + 4a3 + 4xq2s.

4.3. feladat. Tekintsiik az el6z6 feladat pozitiv definit kvadratikus forméinak matrixait. Mi
az ezek a matrixok altal meghatarozott skalaris szorzat R2-ben, illetve R3-ban?

4.4. feladat. Tekintsiik R*-ben a kanonikus skalaris szorzatot, azaz legyen (z,y) = x1y; +Tays,
ha x = (z1,22), y = (y1,y2). Hatarozzuk meg az alabbi vektorok normajat és a vektorok &ltal
bezart szoget (vagy annak koszinuszat).

(a) ©=(2,1),y=(1,3) (¢) = (1,3),y=(—4,-2)
(b) = (3,v3),y=(2,0) (d) z=(-23),y =(6 —4)

4.5. feladat. Tekintsiik R3-ban a kanonikus skalaris szorzatot, azaz © = (z1, T, 13) és y =
(y1, Y2, y3) esetén legyen (z,y) = z1y1+22y2+23y3. Hatarozzuk meg az alabbi vektorok normajat
és a vektorok altal bezart szoget (vagy annak koszinuszat).

( ) ( - 3) Yy = (2747 2)
( ) xr = (17170) Yy = (1717_\/5)
(C) r = (07_170)7 y= (17_\/370)

4.6. feladat. Irjuk fel azokat a vektorokat, amelyek R3-ban a tér kanonikus skalaris szorzatat
tekintve ortogonélisak

(a) az v = (—2,3,4) vektorra;
(b) az x = (—2,3,4) és az y = (1, —2,1) vektorra is!



4.7. feladat. Hatérozzuk meg az x vektornak a v vektor iranyaba esé meréleges vetiiletét R2,
illetve R? természetes skalaris szorzatara vonatkozoan.

=(4,-3), v=(2,-%) (d)

(a) x r=(3,2,-2), v=(2,0,0)
(b) = =(10,1), v=(2,3) (e) v =(-1,1,6), v=(3,-3,1)
(¢) z=(2,-1,3), v=(1,3,—1) ) z=(2,1,1), v=(422)

4.8. feladat. Az alabbi matrixok koziil melyek ortogonalisak?

1 _2 _2

18 $ -4 Lo
5 5 2 _2 1

3 3 3

01 0 -1 1 0 — 1

-1 0 0 1 0 -1 0O 0 1

II. Valo6szintiségszamitas
5. Kombinatorika

5.1. feladat. Melyikbd&l van tobb: csupa kiilonboz6 szamjegybdl allo tizjegyi, vagy csupa kii-
16nb6z6 szamjegybdl allo kilencjegyii szambol?

5.2. feladat. Hanyféleképpen rakhatunk sorba 12 konyvet, ha 3 bizonyos konyvet egymas mellé
akarunk rakni és
(a) a harom konyv sorrendje nem szamit? (b) a harom konyv sorrendje szamit?

5.3. feladat. Hanyféleképpen lehet a sakktablan elhelyezni 8 egyforma bastyat ugy, hogy egyik
se iisse a masikat? Mennyi lesz az eredmény, ha a 8 bastyat meg tudjuk kiilonboztetni egymastol?

5.4. feladat. Hanyféleképpen iiltethetiink egy kerek asztal koré 5 hazaspart ugy, hogy a ha-
zastarsak egyméas mellett iiljenek? (A forgatassal egymasba vihetd iilésrendeket azonosnak te-
kintjiik.)

5.5. feladat. Hany olyan hatjegyt szam van, melyben harom 1-es, két 2-es és egy 3-as szdmjegy

szerepel?

5.6. feladat. Egy urnaban 5 piros, 7 fehér és 3 z6ld golyd talalhato. Egyesével kihtzzuk a
golyokat és a hizas sorrendjében feljegyezziik a kihtuizott golydk szinét. Hanyféle szinsorozatot
kaphatunk?

5.7. feladat. Egy kirandulason 10 didk vesz részt. Hanyféleképpen helyezhetjiik el &ket egy
két-, egy harom- és egy otagyas szobaban?

5.8. feladat. Hanyféleképpen oszthatunk szét 12 gyerek kozott 15 konyvet, ha nem muszaj
minden gyereknek konyvet adnunk?

5.9. feladat. Hat ajanlott levelet kell kikézbesiteni, ehhez harom postas all rendelkezésre.
Hanyféleképpen oszthatjuk szét a leveleket kozottiik?

5.10. feladat. Hanyféleképpen vélaszthatunk ki egy csomag francia kartyabol (4 szin, szinen-
ként 13 lap) négy paronként kiilonboz6 szint lapot? Hanyféleképpen valaszthatunk akkor, ha
azt is megkoveteljiik, hogy ne legyen két azonos értéki sem?
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5.11. feladat. Hanyféleképpen iiltethetiink egymas mellé 10 kiilonb6z8 életkori embert ugy,
hogy a legidGsebb és a legfiatalabb ne iiljon egymas mellett?

5.12. feladat. A szdmegyenesen az origobdl indulva 10-et 1épilink tgy, hogy minden lépésnél
1 egységet léplink jobbra, vagy balra. Hanyféleképpen fordulhat els, hogy a 10 lépés utan
visszaériink az origoba?

5.13. feladat. Hanyféleképpen juthatunk el a sikbeli koordinatarendszerben az origobdl a (4, 3)
pontba, ha mindig csak jobbra, vagy felfelé 1éphetiink 1 egységet?

5.14. feladat. Az (z,y, z) térbeli koordinata-rendszerben hanyféleképpen juthatunk el az ori-
gobol a (4, 3,2) pontba, ha minden lépésnél az z-, y-, vagy z-tengely mentén léphetiink egy
egységnyit pozitiv irdnyban?

5.15. feladat. Hanyféleképpen rakhatunk sorba 5 piros és 8 fehér golyot gy, hogy ne legyen
egymas mellett 2 piros goly6?

5.16. feladat. Hanyféleképpen rakhatunk sorba n darab nullat és k darab l-est (k < n+ 1)
ugy, hogy két egyes ne keriiljon egymas mellé?

5.17. feladat. Héanyféleképpen allithatunk sorba 4 fitut és 6 lanyt Ggy, hogy két fii ne alljon
egymas mellett?

5.18. feladat. Hanyféleképpen valaszthatunk ki 6 fiabol és 8 lanybol 4 téancolo part? (A parok
tagjai kiilonb6z6 nemtek.)

5.19. feladat. Egy tarsasagban 15 férfi és 16 né van. Hanyféleképpen valaszthatunk ki bel6liik
7 embert 1igy, hogy pontosan 4 férfi legyen kozottiik?

5.20. feladat. Egy adott héten hanyféleképpen fordulhat el6, hogy pontosan harom taladlatunk
van az 0toslotton? Az 6toslotton 90 szambol hiiznak 5-6t, a sorrend nem szamit.

5.21. feladat. Egy adott héten egy szelvénnyel jatszva hanyféleképpen fordulhat el, hogy
legalabb harom talalatunk van az 6toslotton?

5.22. feladat. Egy csomag francia kartyabol kihtizunk 10 lapot. Hany esetben lesz ezek kozott
(a) asz?

(b) pontosan egy &sz?

(c) legfeljebb egy asz?

(d) pontosan két asz?

(e) legalabb két asz?

5.23. feladat. Hanyféleképpen oszthatunk szét 4 gyerek kozott 7 almat és 9 kortét?
5.24. feladat. A (2 + z)® hatvanyozést elvégezve mi az o3 tag egyiitthatoja?

5.25. feladat. Elvégezve az (1 + a)'” hatvanyozast, mi lesz az a'® tag egyiitthatoja?

6. Események, eseménytér

6.1. feladat. Jelentse A azt az eseményt, hogy egy pakli magyar kirtyabol (32 lap, 4 szin)
pirosat hizunk, B pedig azt, hogy hetest. Mit jelentenek az AU B, AN B, A\ B, valamint A
események?

6.2. feladat. Egy cukraszdaban harom hiit6pult mikodik. Jelentse A; azt az eseményt, hogy az
i-edik hiitGpult 1 éven beliil elromlik (i = 1,2, 3). Fejezziik ki az A; eseményekkel a kovetkezSket:
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—~

a) csak az els6 romlik el;

—~
=y

~— e’ e e e N e N

mindharom elromlik;

o

egyik sem romlik el;

EA

az elsé és a masodik nem romlik el;

az elsG és masodik elromlik, a harmadik nem;

[¢]

~—~~
L)

csak egy hiitGpult romlik el;

g) legfeljebb egy hiitGpult romlik el;
h) legfeljebb két hiitépult romlik el;
(i) legalabb egy hiitGpult romlik el.

o

6.3. feladat. 10 darab terméket megvizsgalunk abbol a szempontboél, hogy hény selejtes dara-
bot taldlunk koztiik. Mik lesznek a kisérletet leir6 eseménytér pontjai?

6.4. feladat. Feldobunk egy pénzérmét. Ha az eredmény fej, akkor még egyszer dobunk, ha
iras, akkor még kétszer. Mik lesznek a kisérletet leir6 eseménytér pontjai?

7. Diszkrét valoszintiségi mezdo

7.1. feladat. Egy szabélyos dobokockat egymés utédn hatszor feldobunk. Mennyi a valészinti-
sége annak, hogy

(a) az 1, 2, 3, 4, 5, 6 szamok mindegyike feliilre keriil?
b

(b) az els§ dobés eredménye 6-os, a tobbi pedig ettsl kiilonbozs?
(c) az els6 két dobéas 6-0s, a tobbi pedig 6-t0l és egymastol is kiillonbo6zs7?
(

d

)
)

) pontosan egy 6-os dobas van?
(e) legalabb egy 6-os dobés van?
)

2.

(f) mind a hat dobas péaros szam?

7.2. feladat. Két szabalyos kockaval dobunk. Tekintsiik az

A = {az Osszeg paratlan} és B = {van a dobéasok kozott 1-es}

eseményeket. Irjuk fel az AU B és AN B eseményeket, és hatarozzuk meg a valosziniiségiiket!

7.3. feladat. Egy egyetem 500 hallgatéja koziil 300 beszél német nyelven, 200 beszél angolul,
50 besz¢l francidul, 20 beszél németiil és franciaul, 30 beszél angolul és francidul, 20 beszél
németiil és angolul, 10 beszél mindharom nyelven. Ha taldlomra kivalasztunk egy hallgatot,
akkor mennyi a valoszintisége annak, hogy az illets

(a) mindharom nyelven beszél?
(b) angolul beszél?
(c) csak angolul beszél?

7.4. feladat. Egy szabalyos dobokockaval kétszer dobunk. Mennyi a valészintisége annak, hogy
az els6 dobés eredménye nagyobb, mint a masodiké?

7.5. feladat. Egy urnaban 4 piros, 3 fehér és 2 zold goly6é van. Mennyi annak a valoszintsége,
hogy ha egyszerre két golyot kihtzunk, azok egyforma sziniiek lesznek?

7.6. feladat. Mennyi a valosziniisége, hogy egy véletlenszertien kitoltott Gtoslotté-szelvényen
0, 1, 2, 3, 4, 5 taldlatunk lesz?



7.7. feladat. Mennyi annak a valészintisége, hogy egy &tven {6s tarsasagban van legalabb két
olyan ember, akiknek egy napra esik a sziiletésnapjuk? (365 napos évekkel szamolva)

7.8. feladat. Egy 9 tagi tarsasag felszall a harom kocsibol all6 villamosra; a nagy tolongasban
a tarsasadg minden tagja csak azt nézi, hogy feljusson a villamosra és nem torédik azzal, hogy
tarsai melyik kocsiba szallnak. Mennyi a valoszintisége, hogy mind a harom kocsiba a tarsasag
3-3 tagja jut?

7.9. feladat. Feldobunk egy érmét. Ha az eredmény fej, még egyszer dobunk, ha iras, még
kétszer. Mennyi a valdszintisége, hogy Osszesen egy fejet dobunk?

7.10. feladat. Anna és Kata teniszeznek. Anna 0,4, Kata 0,6 valoszintiséggel nyer meg egy
jatszmat. Osszesen harom jatszmat jatszanak, és az a gyGztes, aki tobb jatszmat nyer meg.
Mennyi annak a val6szintisége, hogy Anna nyeri a jatékot?

7.11. feladat. Egy cinkelt dobokockaval a 6-os dobas valoszintisége %, a tobbi dobas valdszi-
nlisége azonos. Mennyi a valdszintisége annak, hogy ezt a dobokockat kétszer feldobva a dobott

szamok Osszege 107

7.12. feladat. Egy szabalyos érmével addig dobunk, mig kétszer egymas utan azonos ered-
ményeket nem kapunk. Adjuk meg ennek a kisérletnek egy valoszintiségi modelljét! Mennyi a
valoszintisége annak, hogy legfeljebb 5 dobasra van sziikség?

8. Geometriai val6szintiségi mez6

8.1. feladat. Egy tavbeszélGallomas és a kozpont kozotti vezeték hossza 450 méter. Mennyi
annak a valdsziniisége, hogy ha hiba lép fel, akkor az a vezetéknek a kdzponttol 180 méternél
tavolabbi helyén torténik, ha a vezeték mentén mindenhol azonos a meghibasodas veszélye?

8.2. feladat. Ketten megbeszélik, hogy délel6tt 10 és 11 6ra kozott egy adott helyen talalkoz-
nak. Erkezésiik a megbeszélt idén beliil véletlenszerd.

(a) Mennyi a valoszintisége annak, hogy a kordbban érkezének nem kell egy negyed oranal
tobbet varnia a masikra?

(b) Tegyiik fel, hogy érkezés utan 20 percet varnak, majd elmennek. Mennyi annak a valoszi-
niisége, hogy talalkoznak?

8.3. feladat. Hajotorottek egy lakatlan, novényzet nélkiili szigeten azt tervezik, hogy a vihar-
ban zatonyra futott eredeti vitorlas hajojuk darabjaibol 1j, kisebb hajot épitenek. A vihar az
arbocot véletlenszertien hdrom darabra torte. Tudjuk, hogy ha az eredeti 40 méter hosszi ar-
bocnak maradt egy legalabb 20 méteres darabja, akkor a hajo megépithets. Mi a valdszintisége,
hogy amikor visszatisznak a hajoroncshoz, talalnak ilyen darabot?

8.4. feladat. Egy egységnyi hossztsagu szakaszon taldlomra valasztunk két pontot. Igy a sza-
kaszt harom részre bontottuk. Mennyi a valoszintisége annak, hogy ezekbdl a szakaszokbol
haromszog szerkeszthets?

8.5. feladat. Valasszunk ki két szamot a [0,1] intervallumban egymastol fiiggetleniil és vé-
letlenszertien (azaz egyenletes eloszlassal). Mennyi annak a valoszintisége, hogy a kivalasztott
szadmok meértani kozepe kisebb mint %?
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9. Feltételes val6szintiség

9.1. feladat. Egy dobdkockat egyszer feldobunk. Legyen A az az esemény, hogy 6-nal kisebb
szamot dobunk, B pedig az, hogy péaros szamot dobunk. Szamitsuk ki a P(B) és P(B|A)
valészintiségeket!

9.2. feladat. Tiz azonos alaku doboz koziil az els6 9-ben 4-4 goly6 van, mégpedig 2 piros és
2 kék. A tizedik dobozban 5 piros és 1 kék golyo taldlhato. Az egyik taldlomra kivalasztott
dobozbol véletlenszertien kivesziink egy golyot. Mennyi a valészintisége, hogy a goly6 a tizedik
dobozbol valé, ha a kihdzott goly6 piros szind?

9.3. feladat. Egy céllovoldében 3 rekeszben vannak puskak. Az els§ rekeszben 3 puska van,
ezekkel 0,5 a taldlat valosziniisége. A masodik rekeszben egy puska van, ezzel 0,7 a talalat
valoszinisége. A harmadik rekeszben két puska talalhato, és ezekkel 0,8 valoszintséggel talalunk
célba. Mennyi a talalat valoszintisége egy taldlomra kivalasztott puskaval?

9.4. feladat. Harom termel6tsl almat szallitanak egy {izletbe. Az els6 termel6tsl szarmazik
a mennyiség fele, melybdl 40% elsGosztalyt. A masodik termel6tsl szallitjak a tétel 30%-at,
amely 2/3 részben elsGosztalya. A tobbi gyliméoles a harmadik termel6tdl keriil az iizletbe, és
mind elsGosztalyt.

(a) Mennyi a valoszintisége annak, hogy az iizletben e szallitmanybol taldlomra kivalasztva egy
almat, az elsGosztalya?

(b) Kideriil, hogy a taldlomra kivalasztott alma elsGosztalyi. Mennyi a valoszintisége annak,
hogy ez az alma az elsd, a masodik, ill. a harmadik termel6tél keriilt az {izletbe?

9.5. feladat. A tapasztalat azt mutatja, hogy a férfiak 5%-a és a n6k 2%-a dohanyos. Egy 20
nébdl és 5 férfibol allo csoportbdl egy személyt taldlomra kivalasztunk, és megallapitjuk, hogy
dohanyos. Mennyi annak a valészintisége, hogy férfit valasztottunk ki?

9.6. feladat. Egy egyetemi vizsgan a fizika szakos hallgatok 60%-a, az informatika szakos
hallgatok 80%-a szerepel sikeresen. Az informatika szakos hallgatok az évfolyam 75%-at, mig a
fizika szakos hallgatok az évfolyam 25%-at teszik ki.

(a) Mennyi a valosziniisége annak, hogy egy talalomra kivalasztott hallgato sikeresen vizsgazik?

(b) Tudva azt, hogy a talalomra kivalasztott hallgato sikeresen vizsgazott, mennyi a valoszini-
sége annak, hogy az illet6 informatika szakos?

9.7. feladat. Egy tesztrendszerd vizsganal minden kérdéshez 4 valasz van megadva, amelyek
koziil csak egy a helyes. A vizsgazonak ezt a lapot kell kitolteni a helyesnek vélt valasz meg-
jelolésével. Tegyiik fel, hogy egy vizsgazo p valoszintséggel tudja a helyes valaszt (p € [0, 1]).
Ha nem tudja a valaszt, akkor véletlenszertien (azaz % valosziniiséggel) jeloli meg a 4 lehetséges
valasz koziil az egyiket. Tekintsiink egy rogzitett kérdést.

(a) Mennyi a valoszintisége, hogy a vizsgazo helyesen vélaszol?
(b) A vizsgalap atnézése soran kideriil, hogy helyes a valasz. Mennyi a valoszintisége, hogy a
vizsgézo azért adott helyes valaszt, mert tudta a helyes eredményt?

10. Diszkrét val6szintiségi valtozok

10.1. feladat. Feldobunk 2 szabélyos dobokockat. Mi az eloszlédsa a dobott szamok maximu-
méanak?
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10.2. feladat. Két kockat dobunk fel egyszerre. A dobott szamok kiilonbségének abszolit
értékét tekintsiik valoszintiségi valtozonak. Irjuk fel a valoszintiségi valtozo eloszlasat és elosz-
lasfiiggvényét, tovabba szamitsuk ki annak a valoszintiségét, hogy a valoszintiségi valtozo értéke
2-nél nagyobb, de a 4-et nem haladja meg!

10.3. feladat. Egy ¢ diszkrét valoszintiségi valtozo lehetséges értékei 1,2, ..., 10, eloszlésa
PE=k)=c-k, k=1,2,...,10,

ahol ¢ alkalmas valos szam. Hatarozzuk meg c értékét! Milyen k pozitiv egészekre teljesiil, hogy
P(E<k)<37?

10.4. feladat. Egy diszkrét valoszintiségi valtozo lehetséges értékei —1 és 6, melyeket rendre
% és % valoszintiséggel vesz fel. Irjuk fel a valoszintiségi valtozo eloszlasfiiggvényét és abrazoljuk
is azt! Szamitsuk ki értékét az x = 0 helyen.

10.5. feladat. Mi a lotton kihiizott 5 szam koziil a legkisebbnek, illetve a legnagyobbnak az
eloszlasa?

10.6. feladat. Harom késziiléket valasztunk ki megbizhatosagi vizsgélathoz. A késziilékek egy-
mas utan keriilnek vizsgalatra, de a vizsgilat megszakad, amint valamelyik késziilék nem felel
meg a kdvetelményeknek. Egy-egy késziilék 0,7 valoszintiséggel felel meg. Legyen a valoszintiségi
valtozo értéke a megvizsgalt késziilékek szama. Adjuk meg a valosziniiségi valtozo eloszlasat és
eloszlasfiiggvényét!

10.7. feladat. Legyen ¢ 5-6drendd, % paraméterd binomialis eloszlast valoszintiségi valtozo.
Hatarozzuk meg a P({ = 2) és P(—2 < ¢ < 3) valosziniségeket.

10.8. feladat. 50 termékbdl, melyek kozott 5 selejtes talalhato, talalomra kivalasztunk 6tot.

(a) Mennyi a valoszintisége, hogy ezek kozott 2 selejtest talalunk, ha a mintavétel visszatevéssel
torténik?

(b) Megvaltozik-e az el6bbi valoszintiség, ha 100 termékbdl torténik a mintavétel, valtozatlan
selejtarany mellett?

(c¢) Oldjuk meg a feladatot visszatevés nélkiili mintavétel esetén is!

10.9. feladat. Csavarokat gyarté automata esztergagépen a selejtes csavar valoszintsége 0,01.
Mi a valdsziniisége annak, hogy a beinditott gép

a) mar elsdre selejtes csavart gyart?

b) csak masodikra gyart selejtes csavart?

(
(
(c) legfeljebb az els6 tiz csavar utéan gyartja az elsé selejteset?
(d) a tizedik csavar lesz a masodik selejtes?

(

e) legfeljebb az els6 10 csavar utan késziil el a masodik selejtes?

10.10. feladat. Egy augusztusi éjszakan atlagosan 10 percenként észlelhetd csillaghullas (az
adott id6 alatt bekovetkezd csillaghullasok szama Poisson eloszlasi). Mennyi annak a valoszi-
nilisége, hogy negyedora alatt két csillaghullast latunk?

10.11. feladat. Egy részvény kiindulo ara 1000 Ft. Egy év milva vagy kétszeresére novekszik
az arfolyam, vagy felére csokken, vagy pedig valtozatlan marad, mindegyik lehetGség ugyanolyan
valészintiségii. A kovetkezd évben ugyanez torténik, az elsé évi valtozastol fiiggetleniil.

(a) Mi lesz két év miilva a részvényar eloszlasa? (Azaz milyen értékeket vehet fel milyen valo-
szintiséggel?)
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(b) Mennyi 2 év milva a részvényarfolyam varhato értéke?

10.12. feladat. Egy szabalyos dobokockaval tizenkétszer dobunk. Jeldlje & a harmas dobasok
szamat. Hatarozzuk meg £ varhato értékét és szorasnégyzetét!

10.13. feladat. Legyen a £ valoszintiségi valtozo egyenletes eloszlasa a {—2,—1,0,1,2, 3} hal-
mazon, legyen tovabba n = &£3.

(a) Hatarozzuk meg n eloszlasat!

(b) Mi lesz n varhato értéke, illetve szorasnégyzete?

10.14. feladat. Tegyiik fel, hogy ijjal tanulunk 16ni, a céltablat % valoszintséggel talaljuk
el. Addig probalkozunk, amig egyszer el nem talaljuk a tablat. Mennyi a sziikséges 16vések
szaméanak varhato értéke és varianciaja?

11. Folytonos val6szintiségi valtozok

11.1. feladat. Az alabbi fiiggvények koziil melyek stirtiségfiiggvények?

(a)

) - pa <<l
flz) = .y
0, egyébként.

(b)

%, hax > 1,
flz) = "y
0, egyébként.

11.2. feladat. Egy ¢ valoszintiségi valtozo siirtiségfiiggvénye

f(x) _ (1_%)2, ha x 2 2,
0, ha z < 2.

(a) Mekkora a c érték?
(b)
(c)

11.3. feladat. Egy valoszintiségi valtozo eloszlasfiiggvénye

Mennyi a P(2 < £ < 3) valosziniség?
Irjuk fel ¢ eloszlasfiiggvényét!

0, ha x <1,
Flz)=¢ (z—1)3, hal<z<2
1, ha z > 2.

Hatarozzuk meg és dbrazoljuk a valészintiségi viltozo stirtiségfiiggvényét!

11.4. feladat. Egy valoszintiségi valtozo sirtiségfiiggvénye

2, hao<z<l,
f(z) = %, hal<z<2,
0, egyébként.

Hatarozzuk meg és dbrazoljuk a valészintiiségi valtozo eloszlasfiiggvényét!
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11.5. feladat. Egy ¢ valoszintiségi valtozo sirtségfiiggvénye

cx?, ha0<z<2,
flz) =

0, egyébként.

Hatarozzuk meg c értékét és irjuk fel £ eloszlasfiiggvényét! Mekkora valoszintséggel esik £ az
(1, 3) intervallumba?

11.6. feladat. Valasszunk a [0, 1] intervallumon egyenletes eloszlassal egy pontot. Jelolje & a
pont tavolsagat a [0, 1] intervallum kézelebbi végpontjatol. Hatarozzuk meg & eloszlasfiiggvényét
és stirtiségfiiggvényét!

11.7. feladat. Legyen & egyenletes eloszlast az [1,2] intervallumon. Hatarozzuk meg /€ var-
hato értékét.

11.8. feladat. Legyen & egyenletes eloszlast valoszintiségi valtozo a [0, 1] intervallumon. Hata-

rozzuk meg a P({ = $) és P(—3 < £ < 3) valoszintiségeket.

11.9. feladat. Legyen & exponencialis eloszldst valészintiségi valtozd6 A = 5 paraméterrel.
Hatarozzuk meg a P({ = 3) és P(—2 < & < 1) valosziniségeket.

11.10. feladat. Annak a valdszintisége, hogy egy benzinkatnal a tankolésra 6 percnél tébbet
kell varni a tapasztalatok szerint 0,1. A varakozasi id6 hossza exponencialis eloszlasia valoszi-
niliségi valtoz6. Mennyi a valosziniisége, hogy véletlenszertien a benzinkithoz érkezve 3 percen
beliil sorra keriiliink?

11.11. feladat. Egy valoszintiségi valtozo stirtségfiiggvénye
2—2x, hal0<zx<l,
0, egyébként.

Szamitsuk ki a valoszintiségi valtozo varhatd értékét és szorasat!

11.12. feladat. Legyen £ standard normalis eloszlast valdszintségi valtozo. Hatarozzuk meg
a P(=m), P(§>0)és P(¢ > 0) valosziniiségeket!

11.13. feladat. Tegyiik fel, hogy egy bizonyos fajta izzolampa élettartama normaélis eloszlasta
1000 ora varhato értékkel és 100 6ra szorassal. Szamitsuk ki, hogy az els6 900 6raban a lampak
hany szézaléka megy tonkre.

11.14. feladat. Legyen & egyenletes eloszlasi a (—2, 3) intervallumon, legyen tovabba n = £3.
Hatarozzuk meg n eloszlasfiiggvényét, stirtiségfiiggvényét és varhatod értékét.
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